ESSENTIEL 2 : Nombres complexes (forme algébrique)

Connaitre les formules

iZ=_1

Si z=x+1iy avecxety réels, alors Z=X— iy

Pour tous nombres complexes aetb : (a+ib)(a—ib)= a’ +b?
z reel < Im@=0 < z=E_

z imaginaire pur & Re(@=0 < z=-z

Si z=x+iy avecxety réels, alors || =«fx2 +y?

Enoncé 1 : f est la fonction définie de C\{1} dans C par f(z) = % ; calculer f(2 — 3i)

2. Savoir résoudre une équation
a) Du premier degré : az + b =0 (a et b complexes)
| On isole I’inconnue d’un co6té de 1’égalité.
b) Aveczet z
On ne sait pas résoudre directement une équation ol interviennent en méme temps z et z.
Onvadonc: transformerzenx + iy,
se ramener a une égalité de deux complexes,
utiliser la propriété : « deux nombres complexes sont égaux si et seulement si ils ont méme
partie réelle et méme partie imaginaire » puis,
résoudre un systeme de deux équations a deux inconnues (x et y) dans R.
c) Du second degré : az®+bz+c=0 (avec a, b et c réels, a non nul)
On calcule le discriminant : 4= b - 4ac.
. . } -b+vA |, -b-+A
Si 4> 0, deux solutions réelles VA et VA
2a 2a
. . . b
Si 4= 0, une solution qui est —
2a
. . . —b+iNFA L —b-iEA
Si A< 0, deux solutions complexes et conjuguées et
2a 2a
Enonceé 2 :

Exercices corrigés : Livre de Mathématique de la classe (Math TS repére) voir page 152 : le paragraphe 4A :
résoudre des équations

Enoncé 3 : Résoudre dans C les équations suivantes :

iz+4
=2
7-1

a) 22+2:+3=0 b)

A savoir : il n’y a pas d’inéquation dans C

3.

Savoir utiliser les nombres complexes pour résoudre un exercice de géométrie

Le plan est rapporté a un repére orthonormé direct (O ; u,v).
Z=X+Iiy avecxety réels, estl’affixe d’un point M signifie que M a pour coordonnées (x ; y) et on a

OM = |z| (le module représente donc une distance : ¢ ’est un réel positif).

Soit A et B deux points du plan d’affixes respectives Z, et Zg alors AB = ‘ZB - ZA‘

Rappels de géométrie :

e ABCestuntriangleisocéleen A < AB =AC

= ‘ZB—ZA‘:‘ZC—ZA‘



ABC est un triangle équilatéral o AB=BC=CA

= ‘ZB_ZA‘:‘ZC_ZB‘:‘ZA_ZC‘
e ABC est untriangle rectangleen A < AB? + AC? = BC?
e ABCestuntriangle rectangleen A <  AB_LAC
o ABCD est un parallélogramme <  AB=DC (ou AD=BC)

o 2o =2, =2~ 1 (ou zD—zAzzC—zB)
e ABCD est un parallélogramme = [AC] et [BD] ont le méme milieu

z, +12 Z_+12
PN A c_"B D
2 2

e ABCD est un rectangle o ABCD est un parallélogramme ayant un angle droit
o ABCD est un rectangle o ABCD est un parallélogramme ayant ses diagonales de

méme longueur (AC = BD)

& ABCD parallélogramme et ‘ZC -7, |= ‘z -z

A‘ D B‘

ABCD est un losange & ABCD est un parallélogramme ayant deux cotés
consécutifs de méme longueur (par exemple AB = BC)

= ABCD parallélogramme et ‘ZB - ZA‘ = ‘Zc - ZB‘
e ABCD est un losange & ABCD est un parallélogramme ayant ses diagonales
perpendiculaires.
e ABCD est un carré & ABCD est un losange ET un rectangle

Enoncé 4 : Les points A, B, C ont pour affixes respectivesa=-4,b =-1 + i3 etc=-1— i\/3. Montrer que le
triangle ABC est équilatéral.

Enonce 5 : Les points A, B et C ont pour affixes: z, =-1, Zy =3+4i et Zo =3-4i

A
a) Déterminer I’affixe du point D tel que ABDC soit un parallélogramme.
b) Montrer que ABDC est un carré.

4. Nombres complexes et ensemble de points.

L’ensemble des points M d’affixe z tel que : o

z— zA‘ =r avec r >0 ; est le cercle de centre A de rayon r.

z— ZA‘ = ‘z - zB‘ est la médiatrice de [AB].

Enonceé 6 : Déterminer I’ensemble des points M(z) tels que :
iz+4

a) |z| =z +2i b) |z -1+ 2i|=2 c) -

=1

Correction

Enoncé 1: f(2-3i)= i(2—3i)+4_2i+3+4:7+2i :(7+2i)(1—3i)_7—21i+2i+6 E—gi

2-3i-1 2+3i-1 1+3i (@1+3)@-3i)  1*+3% 10 10
Enoncé 3 :
a) 22 +22+3=0 A=b?—4ac= 4—12=—8 ; A<0 donc I'équation a deux solutions
complexes et conjuguées : Zl:—b+| ~’_A=_2+2|\/§:—1+i 2 et zzzz_lz—l—i 2 d’ou
2a 2

I’ensemble des solutions est S = { -1+ iv2 ; —1-iJ2 }



iz+4

b) — =2 estpossibleaconditionqueE—l;to o 12l o 721

iz+4
z7-1
On pose z =x+1iy avec x ety réels et on reporte dans (1) :
1) & ix+iy)-2(x—-iy)=—6 <(-y-2x)+(x+2y)i=-6
Or, deux nombres complexes sont égaux si et seulement si ils ont méme partie réelle et méme partie imaginaire ;

ox—y=-6 [4y—y=—6 _
d’ou le systéme : { y <:>{ y=y @{y et4—2i=1ldoncS={4-2i}

=2 & iz+4=2(7-1) & iz-27=-6 (1)

X+2y=0 X=-2y X=4
Enoncé 4 : et
AB = |- =|-1+i\3+4=[3+i\B|= 3 + (B)? =12 =23 //I
AC=[c—a|=|-1-i 3+4‘:‘B—i\/s_":‘3—i\/§‘=‘3+i\/§‘:2\/§ ;\'i\z H
N

BC = [c—b|=|-1-iV3 +1-iV3|=|-2i\3| = 23
(le module d’un imaginaire pur est égal a la valeur absolue de sa partie imaginaire)

donc AB = AC = BC : le triangle ABC a ses trois c6tés de méme longueur : c¢’est un triangle équilatéral.

Enoncé5:
a) ABDC est un parallélogramme & AB=CD & Zp =2, =25~ 12
= 3+4i+1=zD—3+4i = zD=4+4i+3—4i=7.

b) AB = [3+4i +1 =|4+ 4i| = 16 +16 = 442
AC=[3-4i+1=[4-4i|=16+16 =42

Donc AB = AC : le parallélogramme a deux cétés consécutifs de méme longueur :
c’est un losange.

BC = |3—4i—3—4i|=|-8i|=8 donc AB®+ AC? =32 +32 =64 =28 =BC?

donc d’apreés la réciproque du théoréme de Pythagore, le triangle ABC est rectangle en A,
donc le losange ABDC a un angle droit : c’est un carré.
(on peut aussi montrer que AD = BC : un losange ayant ses diagonales de méme longueur est un carré)

Al

Enoncé 6 : 1
a) |Z| = |Z + 2i| = |Z| = |Z - (—2i)| soit A le point d’affixe —2i ; &

7| =|z+2i] & OM=AM
L’ensemble des points M est la médiatrice de [OA].

b) [z-1+2i|=2 < |z-(1-2i)|=2 soit B le point d’affixe 1 — 2i ;
|z-(1-2i)|=2BM=2 bk

L’ensemble des points M est le cercle de centre B de rayon 2.

, . . iz+4 . .
c)Pour que I’expression existe , on doitavoirz = 1

z-1
R |]:]‘4‘|:1 s lzrd-lz-y e e+ D=
(un complexe et son conjugué ont le méme module)
=N li|| + ﬂ)‘ =|z2-1| car le conjugué de 7 -1 estz—1. De plus [i| =1
i

= |Z - 4i| = |Z —1| = CM = DM ou C est le point d’affixe 4i et D le point d’affixe 1.

L’ensemble des points M est donc la médiatrice de [CD].



