ESSENTIEL 3 :

Savoir reconnaitre la méthode a utiliser

Enonceé : Dans chacun des cas suivants, préciser la méthode (ou les méthodes) employée(s) pour étudier les limites

de la fonction f. Déterminer cette limite.
1. festlafonction définie sur R par
f (X) =2x—sin(x) . Limites en +oo et — 0.

2. uest une fonction définie sur R, a valeurs
strictement positives. On suppose que lim u(x)=0 et
X—>+00

que lim u(x)=0
X—>—00
f est la fonction définie sur R par f(x) = 200(9-1
u(x)+3

Limites en +oo et — oo.

3. uestune fonction définie sur R, on suppose que

lim u(x)=+ ; limu(x)=2
X—>+00 x—>1

f est la fonction définie sur R par f(x)= u(x2 +1)
Limite en +oo , — o et 0.

4. fest lafonction définie sur JO ; +oof par

2 _

f (x) = xsin(-). Limiteen O
X

5. fest la fonction définie sur R\ {1} par

2
f()_x +2

Solution :
1. Méthode : limite par comparaison Pour tout x ;
ainsi 2x—1<2x-sinx<2x+1

2X—sin X > 2x -1 avec

lorsque x tend vers +oo .
d'ou

avec un raisonnement analogue et avec 1’autre inégalité, on obtient :

2. Méthode : limite par composition

1
|IT_ u(x) =0, on en déduit lim f (x) ——5 par quotient

X—>+00

3. Méthode : limite par composition

lim (2 +1) = +o0
X—>+0 lim f(x) =+ X——

Limites en 40 , — 0 et 1.

6. festlafonction définie sur R par

f(x)= 9x? +1—3x Limite en +o et — oo.
7. uest une fonction définie sur R, on suppose que
lim u(x)=+o ; lim u(x)=0; limu(x)=1
X—>+00 X—>—00 x—0

f est la fonction définie sur R* par f(x) = u(l)
X

Limites en +oo , — o0 et 0.

8. fest lafonction définie sur R par f(x)= -
2-sinx
Limites en +oo et — oo.

9. festla fonction définie sur R par
f(x) =6x° —5x% +2x—7
Limites en +oo et — oo.

10. f est la fonction définie sur R\ {0} par

f(x):xz(Z—l)
X

Limites en +oo , — o0, 0 et 2.

—-1<sinx<1 ;deméme —-1<-sinx<1

lim (2x-1) =+
X—>+00

lim (2x—sinXx) = +oo
X—>-+00

lim (2x—sinXx) = —
X—>—00

méme chose pour la limite en — .

lim (x +1) = +o0

lim f(x) = +oo

et _lim u(X)=+w X—=+ et lim u(X)=+o X——©
X —+0 X—+00
lim (x2 +1) =1
x—=0 = lim £(x)=2
X—)

et lim u(X)=2
X—=>1
4. Méthode : théoréme des gendarmes

Pour tout x strictement positif on a

D —x< xsin(g) < X puisque —1< sin(z) <1

Or lim —x= lim_x=0 ; on en deduit parle theoremes des gendarmes que I|m f(x)=0

Xx—0 Xx—0
5. Méthode : limites d’une fonction rationnelle.

A Tinfini, la limite d’une fonction rationnelle est égale a celle du quotient de ses termes de plus haut degré.



2

. X . . . .
Donc lim f(x)= lim —= lim x=+o0 par un raisonnement analogue, on obtient lim f(x)=-o
X—>+00 X—>+00 x  X—>+00 X—>—00

lim(< +2) =3 lim (x2 +2) =3
- L b= dim, f(x) =+ x—>1 = lim_ f(x)=—»
lim (x-1)=0 x—1t lim (x-1)=0"| x>I

x—1+ x—1~

6. Méthode : utilisation de la quantité conjuguée

Remarque : en +oo, on tombe sur une forme indéterminée du type « +oo — oo »

(\/9x2+1—3x)(x/9x2+1+3xj 2 2 1

F(X) = _ 99X~ +1-9x _

(m+3xj (m+3xj (er??Xj

. [0.2 3 . . . 3
Xﬂ)rmoo( 9x~ +1+3X) =+ donc par inverse on obtient Xﬂ)rproo f(x)=0

Pour la limite en — oo pas d’indétermination puisque Xﬂ)mooxlgxz +1 =400 par composition
et lim —3x=+0 ,d’ouparsomme _lim f(X)=-+o0
X—>—00 X—>—00

7. Méthode : limites par composition.

.1 1

lim —=0 lim ==0

X—>+o0 X = lim f(x)=1 X=X = lim f(x)=1
et lim u(X)=1| *7** et lim u(x)=1| 77

X—0 X—0

lim — =400 lim —=—w

X—0* x = lim f(x)=+o X—0- x = lim f(x)=0
et _lim u(X)=+w| X0 et _lim u(X)=0| X0

X >+ X——mw

8. Méthode : limite par comparaison.
Pourtoutx; —1<sinx<1:;deméme —1<-sinx<1donc1<2-sinx<3

Le passage a I’inverse change le sens de 1’inégalit¢ d’ou g < > s <1
—=SIn X

X

<X

- . . X
Lorsque x tend vers +oo , X est positif : le sens de ’inégalité ne change pas 3 < > sy s
—=SIn X

X
En particulier — <

. X . .
et lim —=+o donc par comparaison _lim f(x) =+
2—-sin x X—>+00 3 X—>+00

X X
. S ~
2-sinx 3

Lorsque x tend vers — oo, le sens de 1’inégalité change : X <

Ona f(x)< X avec _lim X donc par comparaison _ lim f(x) =—0
3 X——00 3 X—>—0

9. Méthode : limite a I’infini d’une fonction polynéme
A T’infini, la limite d’une fonction polynome est é¢gale a celle du terme de plus haut degré.
3 3

lim f(x)=_Ilim 6Xx° =40 et lim f(x)=_lim 6x° =-w
X—>-+00 X—>+00 X—>—00 X—>—00
10. Méthode : opérations sur les limites
lim x? = +o0 lim x2 = +oo
X—>+00 . X—>—00 .
= lim f(x)=+x = lim f(x)=+o
. X—>+00 . X—>—00
lim (2--)=2 lim (2--)=2
X—>+00 X X——0 X

Pour la limite en 0 on tombe sur la forme indéterminée « 0 x oo », on développe : f(x) = 2x% — X
et par somme on obtient lim_ f(x)=0
x—0

La fonction f étant définieen 2, lim f(x)=f(2)=6
X—>2



