ESSENTIEL 6 : Continuité

1. Etude de la continuité d’une fonction

Enun réel a: on revient a la définition : festcontinueena < lim f(x)= f(a)
X—a

X

——— six#0
Enoncé 1 : Soit f la fonction définie sur [-4 ; +oo[ par : f(x) = { /4 +x -2
4 six =0

Montrer que fest continue en 0 ?

Sur un intervalle | : f est fonction usuelle (polyndme, exponentielle, rationnelle, ...) ou construite par

opérations (somme, produit, quotient avec dénominateur non nul, ...) ou par composition de fonctions
continues sur |

Enoncé 2 : On considere la fonction f définie sur [—% s +oo[ par f(X)=2x—-3+/3x+1

Montrer que f est continue sur [—% ; +oo[

2. Appliquer un corollaire du théoréeme des valeurs intermédiaires

f est une fonction définie sur un intervalle I, a et b sont deux réels de I.

f est continue sur [a ; b], ou festcontinuesur[a; b],
strictement croissante sur [a ; b], strictement décroissante sur [a ; b]
avaleursdans [ f(a), f(b)], avaleurs dans [ f(b), f(a)],
ke[f(@),f(b)] ke[ f(b), f(a)]

Alors I’équation f(x) = k admet une unique solution dans I’intervalle [a ; b],

(cette propriété se généralise a un intervalle ouvert Jo., B[, ou o ou B peuvent étre infinis)

Enoncé 3 : f est la fonction continue sur R, dont le tableau de variation est représenté ci-dessous :

X — 0 -2 1 +o0
) O\_s/z\_

Déterminer le nombre de solution de 1’équation f(x) = -4.

3. Obtenir un encadrement par balayage
Enoncé 4 : f est la fonction définie sur R par f(x)=e* — G
1. Montrer que I’équation f(x) = 0 admet une unique solution o dans I’intervalle [— 1 ; 0]

2. Avec la calculatrice, on a dressé ci-contre la table des valeurs de f(x) i Ly
sur [-1; 0] avec le pas 0,1. l'g- EEE
En déduire un encadrement de o, d’amplitude 107, -8 Giane

3. Dresser ensuite la table des valeurs de f(x) sur [- 0,8 ; — 0,7] avec le E %EEE%
pas 0,01. En déduire un encadrement de o d’amplitude 1072, AN 0

L

F

4. Poursuivre ce procédé afin d’obtenir un encadrement de o d’amplitude 1074,

4. Etudier le signe d’une fonction.
Enoncé 5 : énoncé 1 du TD 6.

5. Avec une fonction auxiliaire
Enoncé 6 : énoncé 3 du TD 6.



Correction
Enoncé1:
Par calcul direct, lim f(x) est une forme indéterminée du type « % »
x—0
Pour lever I’indétermination, on utilise la quantité conjuguée du dénominateur et on obtient pour X # 0 :

£(x) X(V4+Xx +2) X(N4+Xx+2) _ X(WA+X+2) I x

- = +X+2
NA4+Xx-2)(N4+x+2) 4+x—4 X
d’ou lim f(x) = lim (J4+x +2) =4=1f(0) donc f est continue en 0.
x—0 x—0
Enonceé 2 :

f est la somme de deux fonctions :

X+ 2x—3 : fonction affine continue sur R, donc continue sur [-% ; +oo[

et x—>+/3x+1 : fonction composée de X > 3x+1 suivie de X /X

Or X+ 3x+1 fonction affine est continue sur [-% ; +oo[, a valeurs dans [0 ; +oof et

X /X fonction racine carrée est continue sur [0 ; +oof ;

d’ou la composée est continue sur [-% ; oo .

f est continue sur [—% ; +oo[ car somme de deux fonctions continues sur [—% ;oo

Enoncé 3 :
s Sur J—o; 1[, f admet pour minimum — 3 donc pour tout réel x de J—oo; 1[, f(X)>-3>-4:
I’équation f(X) = — 4 n’admet pas de solution dans cet intervalle ;

s Sur [1; +oof, f est continue, strictement décroissante a valeurs dans ]—oo ; 2], et —4 € ] ; 2], donc
d’aprés le théoreme des valeurs intermédiaires appliqué aux fonctions strictement monotones, 1’équation
f(x) = — 4 admet une unique solution sur [1 ; +oo].

% Donc sur R, I’équation f(x) =— 4 admet une unique solution.

Enoncé 4 :
1. fest ladifférence entre deux fonctions de référence (exponentielle et carrée) toutes les deux dérivables sur

R donc f est dérivable sur R et pour tout réel x, f *(x) = e* —2x

Xe [1;0] & —1<x<0 < 0<—2x<2 etcommee*>0,onapourtoutxde[—1;0]:f(x)>0.
f est donc strictement croissante sur [-1 ; 0].
f étant dérivable sur R, elle est continue sur R donc sur [ - 1 ; 0], strictement croissante sur [- 1 ; 0], a valeurs dans
[f(=1); f(0)], c’est-a-dire F—l;l} avec L-1 ~— 0,63;¢et0 e [1—1;1} : d’apres le théoréme des valeurs
e e e

intermédiaires appliqué aux fonctions strictement monotones, 1’équation f(x) = 0 admet donc une unique solution o
sur[—1;0].

2. D’apres la table de valeurs : f(— 0,8) = —0,1907 et f(—0,7) = 0,00659 donc f(—0,8) < f(a) <f(-0,7) :
onen déduit —0,8<a<-0,7

3. Ci-contre la table de valeurs avec pas de 0,01 : on lit - ::55 '“_-"I:HM
f(-0,71) - 0,0125 et (- 0,7) = 0,00659 P | CeneE
f(-0,71) <f(a) <f(-0,7) : onen déduit - 0,71 <a<-0,7 [ E:;E E;EEEE
HEE- JWEEWE
4. Ci-contre la table de valeurs avec pas de 0,0001 : on lit _ :;Clm ‘-'51[ -
f(—0,7035) ~ — 6 x 107 et f(—0,7034) ~ 1,3 x 10 STuE | EM

f(- 0,7035) < f(a) < f(— 0,7034) : @ % %EEEESE
on en déduit —0,7035 < a <—0,7034 -0z | E1E -y
H=-.TH3S



