Mesure et incertitudes (Eduscol juinv2012):
wv poink de rencontre entre mathématiques et sciences
expérimentales

« Il ne suffit pas d’'un nombre pour exprimer la mesure ; il en faut [’estimation la plus probable de la grandeur et
l"amplitude de l'intervalle a l'intérieur duquel elle a de grandes chances de se trouver et qu’on appelle intervalle de
confiance »

(Jean Perdijon, ingénieur, 1998)

Ce document a pour vocation de présenter la vision probabiliste de I’erreur, développée depuis
environ trois décennies par le Bureau international des poids et mesures (BIPM) et qui a pernmus
d’mstaller un consensus international dans 'expression de I'incertitude de mesure.

11 se veut étre une ressource pour les enseignants de sciences physiques et de mathématiques des lycées.

Pour les enseignants de sciences physiques elle veut donner & comprendre les raisons et les
mécanismes mis en ceuvre derricre les formules qui sont appliquées dans les estimations de
mesures de grandeur, par exemple dans le programme de premiere STL,
www.education. gouv.fr/cid55406/menel 104103a.html en complétant ainsi les documents déja
parus : Nombres, mesures et incertitudes (Inspection générale Sciences Physiques et Chimiques)
http://eduscol. education. fr/p1d23213-c1d46456/ressources-pour-le-college-et-le-lvcee html

Pour les enseignants de mathématiques, elle donnera des exemples d’utilisation des notions
probabilistes enseignées au lycée, en particulier en liant la notion d’erreur a celle de variable aléatoire,
celle d’incertitude-type avec celle d’écart-type.

La mesure dans les programmes de physique-chimie
dans le filiere S (MEN, 2010)

Seconde : Les éleves doivent pouvoir « réaliser et analyser les
mesures, en estimer la précision et écrire les résultats de fagon
adaptée ».

Premiere S : Lors des activités expérimentales les questions de
mesure et d’incertitude sont cruciales : « Elles établissent un
rapport critique avec le monde réel [...] oii les mesures -
toujours entachées d'erveurs aléatoires ou systématiques - ne
permettent de déterminer des valeurs de grandeurs qu'avec une
incertitude qu'il faut pouvoir évaluer au mieux ».

Terminale :

- Identifier les differentes sources d’erreur (de limites a la
précision) lors d’une mesure : variabilites du phenomene et de
Pacte de mesure (facteurs liés a |'opérateur, aux
instruments, ).

- Evaluer et comparer les incertitudes associées a chaque source
d’erreur.

- Expression et acceptabilité du résultat

- Exprimer le résultat d’une opération de mesure par une valeur
issue éventuellement d 'une moyenne, et une incertitude de
mesure associée a un niveau de confiance.
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Statistique et probabilités dans les programmes de mathématiques

College Seconde Premiéres | Terminales
- effectif * moyenne * variance
- fréquence |- effectifset |- écart-type
- . . classe fréquences
Statistique descriptive coss :
q p . médiane cumulés
* quartiles
» diagramme |+ histogrammes |+ diagrammes
en batons en boite
* graphiques
cartésiens
* statistigue d
deux
variables
* ajustement
College Seconde Premiéres Terminales
* notion de |+ probabilité sur un |+ variables * probabilité
probabilité | ensemble fini aléatoires conditionnelle
* événement discrétes * indépendance
* P(AUBNP(A-B)P(A)P(B) | * €SPerance * variables
. tableau croisé * variance aléatoires a
. arbre des - écart-type densité sur un
ibl intervalle
possibles . A
. . —— Lois de probabilité
* lois de Bernoulli |+ lois uniformes
* lois binomiales |+ /ois exponentielles
* Jois * lois normales
géométrigues
tronquées
* approche de la
lor des grands
nombres
Seconde | Premiéres Terminales

Statistiques inférentielles

échantillonnage

* intervalle de
fluctuation

+ intervalle de
fluctuation binomiale

+ intervalle de
fluctuation
asymptotique

prise de décision

prise de décision

prise de décision a
partir d'un intervalle
de fluctuation
binomiale

- prise de décision d
artir d'un intervalle
de Ffluctuation
asymptotigue
+ égalité de deux
proportions

estimation

+ intervalle de confiance

Contenus

Capacités attendues

Commentaires

Loi normale N( ;1.0’3 )
d’espérance u et
d’écart-type o.

o Utiliser une caleulatrice ou un tableur
pour calculer une probabilité dans le

- N(p.o?)si

cadre d’une loi normale 7V (;z.cr2 ).

o Connaitre une valeur approchée de la
probabilité des événements suivants :
{.‘.’E[,H*U. ;J+c] }

{.YELU— 20.u +2cr]} et
{(Xelu-30,u+30]},

lorsque X suit la loi normale

N(u,o 2 ).

Une variable aléatoire X suit une loi

(=)

N(0.1).
On fait percevoir I'information apportée par
la valeur de I’cart-type.

= [SI et SPC] Mesures physiques sur un
systéme réel en essai.

La connaissance d’une expression
algébrique de la fonction de densité de la loi

N(u.o?) n'est pas un attendu du
programme.

On illustre ces nouvelles notions par des
exemples issus des autres disciplines.

¢, .
suit la loi normale
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On savait depuis longtemps, notamment en astronomie, science qui possédait les instruments les plus précis, que :

* plusieurs mesures d’une méme grandeur donnaient souvent des valeurs différentes,

« la répartition des résultats avait une « forme en cloche » : « il n’y a aucun doute que les petites erreurs ont lieu plus
souvent que les grandes ».

Il n’y a pas d’aléatoire dans des données statistiques en nombre fini. Cependant,
= on peut expliquer la variabilité des résultats du mesurage comme s’ils étaient des réalisations d’une variable
aléatoire (fluctuation des résultats lors d’une simulation d’une loi de probabilité).
= on peut chercher un modéle probabiliste permettant de passer de quelques observations a une caractéristique
de I’ensemble de toutes les observations possibles (statistiques inférentielles et intervalles de confiance).

A powtir dunw TP, comment sevsibiliser les éleves cv la notion d’incertitude.

Le professeur montre un récipient contenant un liquide et fixe comme objectif aux éléves de déterminer s’il s’agit
d’eau distillée ou d’eau de mer.

Matériel :

e éprouvette de 25 ml

e pipette Pasteur

e balance a 0,2g pres

[ ]

Protocole de I’expérience :
On considére que la température est constante tout au long de la manipulation.

- Etape 1 : Rincer I’éprouvette avec de 1’eau, puis la rincer avec de ’acétone et la sécher.

-> Etape 2 : Ajuster le zéro de la balance. Rapidement aprés, peser 1’éprouvette vide (massem,) et noter le
résultat.

- Etape 3 : Remplir I’éprouvette avec 25 mL du liquide a analyser en évitant les éclaboussures sur les parois de
I’éprouvette (sinon, les sécher avec du papier absorbant) ; utiliser la pipette Pasteur pour terminer le
remplissage au goutte-a-goutte (attention a la parallaxe et au ménisque).

-> Etape 4 : Ajuster le zéro de la balance. Rapidement aprés, peser I’éprouvette remplie (massem, ) et noter le
résultat.

Questions du professeur ?

1. Le récipient contient-il de 1’cau distillée ou de I’eau de mer ? (masse volumique de I’eau: 1 g.cm™, masse
volumique de I’eau de mer : 1,025 g.cm™)

2. Pourquoi les résultats sont-ils différents d’un éléve a I’autre ?

Les éléves formulent des réponses en termes de différences de manipulation :
Matériels différents : éprouvette, résolution de la balance...

Manipulateurs différents ; perception visuelle, dextérité....

3. Que se serait-il passé si les mesures avaient toutes été effectuées avec le méme matériel par le méme manipulateur ?
Les éléves répondent que les résultats seraient identiques.

Le professeur fait alors reprendre 4 fois a chaque éléve le protocole précédent.

Les éleves constatent que leurs 5 résultats d’expérience ne sont pas identiques.

4. Quelle est la « vraie » réponse ?

Remarque : c’est I’occasion de faire construire des histogrammes.
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Définitions enw métrologie (norme AFNOR NF X07-001 de décembre 1994)

Mesurage : ensemble d’opérations ayant pour but de déterminer une valeur d’une grandeur.

Mesurande : grandeur particuliére soumise a mesurage (longueur, masse, intensité,...).

« Valeur vraie » d’un mesurande : mesure que 1’on obtiendrait par un mesurage parfait. On ne la connait pas et on
parle également de « valeur théorique ». On note X, .

Grandeur d’influence : grandeur qui n’est pas le mesurande mais qui a un effet sur le résultat du mesurage.
Erreur sur une observation: différence entre un résultat x du mesurage et la valeur théorique. & =X—X; .
Incertitude : paramétre associé au résultat d’un mesurage qui caractérise la dispersion des valeurs qui pourraient
raisonnablement étre attribuées au mesurande (norme NF ENV 13005 d’aott 1999), ceci dans le but :

- de confronter plus efficacement 1’expérience avec un modele théorique.

- de réaliser une critique plus constructive du protocole expérimental.

incertitude
erreut]

I I >

1 >

valeurs du mesurande

ob seré’ari on

) valeur « vraie »
(valeur annoncée)

La démarche visée est de fournir, autour du résultat d'un mesurage, un intervalle dont on puisse s'attendre a ce qu'il
comprenne une fraction élevée des valeurs qui pourraient raisonnablement étre attribuées au mesurande.

Types de mesure
La mesure d’une grandeur peut étre : directe comme une pesée ou une distance, indirecte comme une vitesse.

La notion d’erreur

Si ’on répéete le mesurage d’une grandeur, on obtient une série d’observations X;, Xy, ........ , X, , considérees comme les
valeurs prises par une variable aléatoire X, et une série de valeurs ¢;,e,,........ , €, qui sont les erreurs sur chacune des
observations, considérées comme les valeurs prises par une variable aléatoire E.

On peut ainsi modeliser le mesurage de cette grandeur par : X =X, + E.

L’objet du calcul d’incertitude sera de déterminer la loi de probabilité suivie par X ou par E , et a déterminer
les parametres (espérance et écart-type) de cette loi de probabilité.

On rappelle que E(aY +b)=aE(Y)+b et V(aY +b)=a?V(Y)

doil E(X) =%, +E(E) et V(X)=V(E)

Si on fait I’hypothése objective que les résultats se répartissent de chaque c6té de la « valeur vraie »,

alors cette hypothese se traduit par : E(E) =0 donc |[E(X) =Xg|.

Traitement de Uincertitude

Il se fait en trois étapes :
1. Calcul de Iincertitude —type:
= Dans le cas ou ’opérateur peut faire une série de mesures, le traitement de 1’incertitude est statistique :
on parle d’incertitude de type A.
Cette analyse statistique se fait lorsqu’on a peu d’indications sur les sources d’erreurs.
» S’il réalise une mesure unique, Iopérateur doit chercher les sources d’erreurs puis choisir un modéle
probabiliste adapté : on parle d’incertitude de type B.
2. Calcul de I’incertitude composée :
Comme il faut souvent combiner les méthodes de type A et de type B, on doit composer les incertitudes.
3. Calcul de I’incertitude ¢élargie et résultat final.
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Incertitude de type B

Pour choisir a priori un modéle probabiliste, 1I’opérateur prend en compte:
e la connaissance du comportement des instruments et des propriétés des materiaux utilisés.

o |es spécifications du fabricant.
e les données fournies par des certificats d’étalonnage.

Il est nécessaire de faire un bilan des erreurs :

- Les erreurs systématiques telles que I’erreur de parallaxe, le réglage du zéro, le vieillissement des

composants...

- Les erreurs aléatoires telles que les erreurs de lecture, les erreurs dues aux conditions extérieures (température

et dilatation, pression atmosphérique, humidité...).

Si on sait raisonnablement que les valeurs de la grandeur X sont comprises entre deux valeurs X, et

probabilité de X entre ces deux valeurs va décider de I’incertitude-type retenue.

- Xy —
Dans ce qui suit, on pose a=-—"& M0

Xmin

2

Si x désigne la valeur obtenue lors de la mesure unique, on note u(x) I’incertitude-type sur cette mesure.

1. Distribution gaussienne (loi normale):

Cette loi est un modele essentiel dans 1’étude de la variabilité et a un usage trés important en statistique.
Elle est apparue au début du XIX*™ et s’est introduite par deux voies :

Loi des erreurs

(momdres_, carre§) en < >
astronomie et géodésie avec

Legendre puis Gauss.

60 représente 99,7% des valeurs prises par X, donca=3c .
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2. Distribution rectangulaire (loi uniforme):
Par exemple, une mise au point sur un banc d’optique donne un ensemble de valeurs
pour lesquelles les mesures semblent étre justes.

8% =P(E(X)—c <X <E(X)+o0o
Ji12a / (E(X) (X)+0)
| |
| / |
| |
| |
| |
+ .

xmin - Demin+xmax)2  xmax
- -
a

a
u(x)_—3

Ne

La fonction f définie sur [ Xin: Xmax |PAr f(X) = est la densité de cette loi uniforme.
a

. - . ma . 1
En effet, f est continue, positive sur cet intervalle et o ¢ (x)dx =aire totale « sous la courbe de f » =2ax—=1.

Xmin 2a
Xma)(
u=E(X)= J-):::x xf (x)dx :J.:::X 2_1aXdX :2_1a|:x_22} = 4—161(xr2nax — X2 ) = 4—1‘_51(xmax — Xmin )(Xmax + Xepin ) _ Xmax ;r Xmin
Xmin

Remarque :la valeur moyenne est égale a la valeur médiane de X.

1 1| (x=p) S 2
-a 2 — U _ 3 3 _a
z(x—‘u) dX [ :l ——(a +a )——

“2al 3 6a 3

w+a u
V(X) :j (x— ) f(x)dx :J'
pu-a pu-a
pu-a
Cette loi est utilisée lorsqu’on ne connait qu’une majoration de I’erreur, ce qui est souvent le cas pour les appareils de
mesure.
En pratigque, on commence par définir la précision A de I’instrument de mesure utilisé pour la lecture:

« pour un appareil munie d’une échelle graduée, on estime que A correspond a une demi-graduation.
2a _ 1graduation

a
L’incertitude type est u(x)=

ﬁ_z\/s_)_ @ :_:-lei;‘.'xumn I3I,!I-t1:ﬁlﬁl?llt'l:‘!il
Exemple d’un double-décimetre gradué : u(x) = L ~0,289mm

V12

< pour un appareil numérique a affichage digital, on se reporte a la notice de ce dernier pour obtenir A .

A
L’incertitude type est u(x) = ﬁ
Exemple d’un voltmétre numérique :
on lit sur la notice A=0,3%xU +2xURet on mesure une tension qui s affiche avec la valeur
280,0 V.

UR est ['unité de représentation, c'est-a-dire la valeur du dernier digit affiché donc UR=0,1V.

0,003x280+2x0,1

Par conséquent, u(x) = NG ~ 0,600 V

% si le constructeur fournit une indication du type A, == ...sans autre information, on considére alors que
A, est ’erreur maximale et on prend u(x) = % . ST 4

Exemple d’une burette graduée de 25 mL pour laquelle la tolérance est de +0,05mL. o5

Dans ce casu(x) = O—J? =0,0289mL . xig
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3. distribution triangulaire :

Dans de nombreux cas, il est plus réaliste de s’attendre a ce que le nombre de valeurs autour de X, €t X2 SOIt
sensiblement inférieur a celui des valeurs autour de la valeur centrale.

Il est alors raisonnable de remplacer la loi rectangulaire par une loi trapézoidale symétrique de bases 2a et 2a3
aec0<p4.

Lorsque g —1, cette loi tend vers la loi rectangulaire alors que pour =0, elle devient une loi triangulaire.

1la

5% =P(E(X)—o < X <E(X)+0) u(x)=%

xmin (x minj+x max)/2 X max

La fonction f définie par morceaux sur [ Xyin; Xmax | €St la densité de cette loi uniforme.
1

max

En effet, f est continue, positive sur cet intervalle et :

Xmin

a

p=E(X) =[x (x =me

V(X):j:j(x—,u)2 f (x)dx :_[: (x—y)2 xa—lz(x—y+a)dx+J‘:+a(x—y)2x;—zl(x—,u—a)dx

—a

Avec le changement de variable t = x— x, on obtient :
0 a
0 4 3 4 3 4 4 4 4 2
V(X):iU t2(t+a)dt+J‘at2(—t+a)dszi voar) tar ) lijla,a e e
a2\ J-a 0 a2l| 4 3 s 4 3 0 a2 4 3 4 3 6

Exemple :
On veut déterminer l'incertitude-type sur une pipette 20,00 mL de classe A. On sait que I’Erreur Maximale Tolérée
égale a 0,2% du volume total.

f (x)dx =aire totale « sous la courbe de f » :%[Zax—) =1.

est

On suppose que le volume prélevé est distribué, d’apreés le fabricant, selon une loi de probabilité a priori triangulaire

symétrique.
s . . 0,04
L’incertitude-type du fabricant est u(x)=—==0,016mL.
J6
Remarques :
= Pour toute loi triangulaire de parametres a( Xpin )y P(Xmax ) €t C(Xmode )
E(X) =%(a+b+c)etV(X) =%(a2 +h? +c? —ab—ac—bc)
= Si X;etX,sont deux variables aléatoires indépendantes distribuees selon une loi uniforme,
X1+ X 1)

TZ suit une loi triangulaire de paramétresa=0, b=1, ¢=0,5.

|X; = X,| suit une loi triangulaire de paramétresa=0, b=1, ¢=0.

De toutes les lois précédentes, la loi rectangulaire est la loi « du pire » car c’est celle qui a le plus grand écart-type.
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Incertitude de type A

On a peu d’indications sur les sources d’erreurs. L’opérateur effectue alors une série de mesures.
Les conditions de répétabilité sont remplies lorsque 1’opérateur effectue n mesures dans les mémes conditions :

. . N . - 1 n . 2 1 n —_ 2
on obtient une série d’observations X, X, ........ , X, de moyenne x = —ZXi et de variance s = —Z(Xi - X)
i1 L]
Comment donner une bonne estimation de E(X) et V(X) & partir des valeurs x et s?issues d’un échantillon ?

Théorie mathématique de I’échantillonnage :

Supposons que toutes les valeurs d’une variable aléatoire X soient distribuées avec une espérance mathématique
E(X) et une varianceV (X).

Exemple :

On considére une population de quatre enfants, Anais, Benjamin, Clara et David d'ages respectifs 12, 13, 14 et

15 ans.
Soit la variable aléatoire X qui, a tout enfant pris au hasard, associe son age.
- Représenter par un diagramme en batons, la répartition des enfants par age.

- Calculer E(X) et V(X), les parameétres de cette population d’enfants.

La répartition de I'age des enfants dans la population est uniforme.

Nombre d'enfants

ol | | | | E(X)=135etV(X)=125
12 13 14 15
Ages

Onnote (X, X,.......X,, ) un échantillon aléatoire de taille n (donc constitué par tirages successifs de n individus dans

la population au hasard et avec remise), ou X; est la variable aleatoire associée a la i®™ observation.

Les variables X; sont indépendantes, chacune ayant pour espérance mathématique E(X) et pour varianceV (X).

A : vl : o , \ ,
© Pour des échantillons de taillen, X, = —Z X; est la variable aléatoire appelée moyenne d’échantillonnage.
i=1

> La moyenne d’échantillonnage X, a pour espérance mathématique E(X_n) =E(X).
On dit que cette variable est sans biais.

Eneffet: E(X, )= E[%gxi]z%E(éxi] =

[E(X) + E(Xp) + oot E(Xp)] =%><nE(X)

S|

= 1Y . o
La moyenne arithmétique |X = Hin des n observations est donc une bonne estimation de I’espérance E(X)
i=1

de la variable X.
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Exemple :

Par un tirage avec remise, on peut obtenir 4° = 64 échantillons différents de taille 3 dans la population étudiée.

Pour les 64 échantillons de taille 3 dans la population des 4 enfants, on a la distribution suivante :

Moyenne d'age dans Péchantillon) 12,33 | 12,667 13 13,333 | 13,667 14 14333 | 14,667 15
(en années)
Nombre d'échantillons 1 3 6 10 12 12 10 6 3 1

Echantillons de taille 3

14

12

Nombre d'échantillons

o N B OO

™
—

1
12,33
12,67
13,33
13,67

<
-

Moyenne d'&ge de I'échantillon

14,33

La moyenne des moyennes d'age des enfants dans les 64
échantillons de taille 3 est E(X_S) =135ans;
ce résultat est égal aE(X) .

Sur ordinateur, on peut simuler 4000 échantillons issus d'une expérience aléatoire de loi uniforme discréte dont les

résultats sont 12, 13, 14 et 15.

- 1 000 échantillons de taille 5,
- 1 000 échantillons de taille 10,
- 1 000 échantillons de taille 30,
- 1 000 echantillons de taille 50.

Chaque point représente un des 4 000 échantillons ;
son abscisse est la moyenne de [’échantillon et son

ordonnée est aléatoire.

B :§§§§E
et 11111111 o
1111111111117 A
SRR RAR N
Ll

R
RERREERRE

g
i

nnnnnn

> La moyenne d’échantillonnage X, a pour varianceV (X_n) =

Séparation des échantillons selon leurs tailles.
Matérialisation de la moyenne des moyennes des échantillons dans
chacun des groupes.

V(X)

En effet : v(x_n)zv[%ixi}izv(zn:xi} :iz[V(xl) + V(Xp) + et V(X,)] :izan(X)
i=1 n i1 n n

Exemple :

La variance des moyennes d'age des enfants observées dans tous les échantillons différents de taille 3 est

Y (x_3) =6—14(1>< (12-13,5)% +3x (12,33-13,5)? +....1><(15—13,5)2)=0,417 , qui est égale a
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Remarque :
La distribution de I’ensemble des moyennes est bien moins dispersée que ’ensemble des valeurs de X.

Ceci confirme 1’idée « a priori » que 1’estimation a partir d’'une moyenne est meilleure que sur une mesure isolée.
Plus la taille n de I’échantillon est grande, plus la proportion d'échantillons de taille n ayant une moyenne proche de
E(X) est importante (loi faible des grands nombres).

Exemple :
Pour une répartition uniforme des ages des enfants (12, 13, 14 et 15 ans) dans la population, on obtient les
distributions de probabilités de la moyenne d'échantillonnage pour les échantillons de taille 10, puis 30 :

Echantillons de taille 30

Echantillons de taille 10

12%

10% HHI

8% HH

6% HHHHHH

4% LR
[V E——E NIRINININININININIR

<
=

Probabilité

12 ¢
14,6
14,8

15

N
< <
-

15

@ \
§ 7 -
-

14,4 :

14,6 ]

14,8
12,2
12,4
12,6

Hn
3
n

@132
13,47
13,6
138

d'age de I'échantillo Moyenne d'age de I'échantillon

. . . . e 1 o \2 , .
® Pour des échantillons de taille n, la variable aleatoire V, =—Z(Xi - Xn) est appelee variance
n+
i=1
d’échantillonnage.

. . . n-1
> Lavariance d’échantillonnage V, a pour espérance mathématique E(V, )=——=V (X).
n

En effet. E(VH)ZE(%i(Xi —X_n)ZJ%E{i(xi —E(X)+E(X)_x_n)2J

i=1 i=1

-2 30 ~e00] +2{x, ~00)(E00-5, ) 00|

i=1

n

e (X —E(X))2+2(E(X)—x_n)2(xi ~E(X))+n(E(X)-X,)

n ¢

i=1

n
n

i=1

i=1
n

:%E(Z(x ~E(X))

i=1

:lan X)
n

V() v0- Y

n . ZJ
i=1

=€ > (%, —E(X))Z+2(E(x>—x_n)(nx_n—nE(X>)+n(E(X)—x_n)2J

-2e[3(x 00 -n(e00- %

4 -€00f |- (2005

~23°((x -£00) |-€[(E00-%,) |
(

n_1V(X)
n

. n-1 ) . . S .
= Sinestgrand, —— =1 : la variance d’un échantillon de taille n est alors une bonne estimation de la variance V(X)
n

de la variable X.

= Sin est petit, la variance d’échantillonnage est une variable aléatoire biaisée.
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Exemple : Echantillons de taille 3
- - - - 30% |
Pour les 64 échantillons de taille 3, constitués avec remise dans la 25%
population des 4 enfants, on a la distribution de la variance | £ 2% N
d'échantillonnage ci-contre. g iz;
La variance des &ges dans les échantillons a pour moyenne | * | il
environ 0,833 ; la variance des dges dans la population d’enfants 0% | . . . .
est 1,25 : la variance d'échantillonnage est un estimateur biaisé 0 022 06606667 089  1,59955%6 200
de la variance de I'age dans la population. variance de Ige dans féchantiion
2
On remarque que 0,833= §>< 1,25.
Par simulation des 4000 échantillons, on obtient : ¢ s - :
S F g, B :
Chaque point représente un des 4000 échantillons, son .l
abscisse est la variance de I’échantillon et son ordonnée est T
aléatoire. N g
1c 9§, °g
Colec i ; ° g
‘‘‘‘‘‘ 50 Q‘; [ coevon  18) O -

Séparation des échantillons selon leurs tailles.
Matérialisation de la moyenne des variances des échantillons
dans chacun des groupes.

aaaaaaaa

> La variance d’échantillonnage corrigée 17” = Ll ¥V, a pour esperance mathematique E(I7n) =V(X).
n —

n n n n-
Eneffet: E| —V, |=——E(V,)= X
(n—l ”] n (Vn) n-1 n

LV () =v(X)

Par simulation des 4000 échantillons, on obtient :

Chaque point représente un échantillon, son abscisse est
variance corrigée de [’échantillon. Séparation des
échantillons selon leurs tailles.

Tale

P

%

échantillons dans chacun des groupes.
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La variance expérimentale corrigée des n observations o2 ; =——s? :—12(xi - x) est donc une bonne

estimation de la variance V (X) de la variable X.

L’écart-type corrige o,,_; est une estimation de la dispersion des valeurs prises par X autour de la moyenne E(X).
Il est appelé écart-type expérimental d’une mesure de X ou écart-type de répétabilité.

En pratique, on détermine o,,_; avec la calculatrice (Sx sur TI).

Exemple :
On effectue 10 mesures du diamétre d’un cylindre a [’aide d’un pied a coulisse et on obtient, en mm

| 52,36 | 52,35 | 5234 | 523 | 5236 | 5234 | 5235 | 5235 | 5236 | 52,34 |

L’écart-type de cette série de mesures est s =0,0077

Pour I’incertitude de type A sur une mesure ultérieure du cylindre, on prendra u(x) = o,,_; =0,0082

Attention : L’incertitude de type A sur la moyenne de 3 mesures ultérieures du cylindre sera u(x) = G\E
(. -\ V(X . = o(X
En effet, nous avons vu précédemment queV (Xn ) _VX) , sona(xn ) =%.
n
Remarque :
Sachant gu 'un pied a coulisse a une précision de 0,02mm, [’incertitude de type B sur une mesure du diametre du
. 0,02
cylindre est u(x) =—— ~0,0058
J12

Prise eww compte de plusiewrs incertitudes

S’il y a k sources d’incertitudes indépendantes, 1’incertitude-type composée est :

u(x) = /Z:u,z(x)

En effet, on démontre en mathématiques que si Xq, X,,...., X, sont des variables aléatoires indépendantes, alors
V(X{ 4+ Xo +oc4+ X ) =V (X)) +V (X)) +.... V(Xy)

Exemple :
On mesure une longueur L avec un double-décimétre gradué en mm.

s . 0,5 . o
Lincertitude-type liée a la graduation est ug (I) = % ~ 0,29 mm .On la considere 2 fois (zéro et lecture).

0,5° 0.5
_+_

L’incertitude-type composée sur la longueur est u (I ) = =2x0,29~0,41 mm
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Propagatiov des incertitudes

Lorsque plusieurs grandeurs interviennent dans le mesurage, le résultat doit en tenir compte.
Si X =f(Y,Ya, ey Yy )€t Si Y1, Ys,..cee., Y, SONE des variables aléatoires indépendantes, on a :

2
n
u(x) = Z[E%) u(y; )} (loi de propagation de I’incertitude)

i=1 i

Exemples :
o incertitude sur une vitesse lors de la mesure d 'une distance et d’'un temps.

2 2
On sait que v=4" on dédit - U(V)z\/(u(d)J +(U(t)J
t v d t

o incertitude sur la puissance dissipée par effet Joule dans une résistance lors de la mesure de cette résistance et
de l'intensite.

2 2
onsai e p=ri, on i U8 [ U (;000)

Incertitude-type élargie

Dans I’idéal, on aimerait déterminer un réel K tel que, si la variable mesurande X est estimée par une valeur x et une
incertitude-type u(x), alors :

P(x—k u(x) <X <x+k u(x))=p ol p est fixe.
U(X) =k u(x) est appelée incertitude élargie sur X et k le coefficient d’élargissement.

La détermination de k correspond en statistique inférentielle a la détermination d’un intervalle de confiance du
mesurande a un niveau de confiance p.
Pour cela, on doit connaitre la loi de probabilité suivie par la variable X, ce qui n’est pas toujours le cas en pratique si
le mesurande dépend de plusieurs grandeurs.
s D’aprées le théoréme limite central, dans des conditions de mesurage ou les incertitudes prennent des valeurs du
méme ordre, alors la variable aléatoire qui modélise I’erreur suit approximativement une loi normale si le
nombre de mesures est assez important et u(x) peut étre considéré comme une estimation raisonnable de

I’écart-type de cette loi normale.

Remarque : on peut vérifier la « normalité » de la loi suivie par X avec un test de Henry, du Khi 2 ou de Kolmogorov.
Le test compare la distribution d’un échantillon de données avec la distribution théorique attendue.

0,68

Si X suit une loi normale de moyenne y et d’écart-type o, o
Pu-o<X<u+o)=0,68 e | N
P(u—-20<X<p+20)~0,95 __— S~
P(u—3c<X<p+30)=0997. i b ' -, i
y-20 w20
u'-—ao ;:30
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Remarque : P(u—1,966<X<u+19c)=0,95

-4 4
u=0 o=1
[/ normale -
u o a |1
=) =13
P( -198 =X=< )= 095

Par conséquent, sik =2, on dit que [x —2u(x); x + 2u(x)] est un intervalle de confiance de la grandeur mesurée au

niveau de confiance 95%.
Ceci signifie que la procédure choisie a plus de 95% de chance d’obtenir un intervalle contenant effectivement la
« valeur vraie » du mesurande.

niveau de v fréquence dans la 45%
confiance = b population p= ik

échantillon | fréquence fourchette 5% K& 10% 20% 30% 40% 50% 60% 70%
1 48% [3821% ; 57.,79% ]| VRAI
2 44% [|3427% | ; | 53,73% | ] [ VRAI
3 48% [|3821% ;| 57,79% ][ VRAI d
4 44% [|3427% ;| 53,73% | ] [ VRAI - -
; yrou ppemapreney W e B T e Congtructlon d_e 100 intervalles c_Je
PR YV Py PYP S PR i i confiance au niveau 95%, a partir des
7 39% 1] 20449 . 4s.56% 1| WRAL| [T fréquences d 'une caractéristique dans
s swe | ez |- oo 1 SRR |11 —_— 100 échantillons aléatoires de méme
9 46% |[ 3623% . 55.77% ]| VRAI T i . . , .
- WTEACEARETN taille, issus d’une population.
11 43% [13330% ; 52.70% ]| VRAI
12 46% [3623% ; 5577% ]| VRAI A
i 38% [|2849% | ; | 47.51% |1 [WMEESEN  1rr T T T T T T T e e T e T r T e e AT r T T T 1
14 49% [3520% ; | 5880% ][ VRAIL | [eoa-mrie--t <
15 46% |[3623% ; 5577% ]| VRAI 1] 1] b
16 35% [|45.25% | ; | 64,75% | ] [RESEECY 1L LA L LU L L R L
17 43% [33.30% :  52.70% ][ VRAI
18 45% [|3525% | ; | 54,75% | ] [ VRAI
19 4% | []34.27% | ;| 53.73% | 1 (OSarAW | LLE LD L L T e e L L
20 41% [|31.36% : 5064% ][ VRAI
21 44% [|3427% : 53.73% ]| VRAI
22 46% [13623% . 5577% 1| WRAT | || et
23 49% [13920% : 5880% ]| VRAI
24 31% [21.94% ;  40.06% ]| FAUX

¢ Le nombre de mesures mises en ceuvre étant généralement faible, le facteur d’¢élargissement K est assimilable au

coefficient de Student t disponible dans la loi de Student : il varie selon le nombre de degrés de libertév ,
lié au nombre de mesures n, et le niveau de confiance choisi.

P(x—to-”‘1 <X <x4+t2nt

h N0

ou P(x—txs< X <x+txs)= niveau de confiance

jz niveau de confiance

3
u=0 o=17321

Attention : le nombre v de degrés de liberté est égal an—1. .
En effet, il y a seulement (n —1) ¢léments indépendants dans I’ensemble e -
{(Xi —?), 1<i< n} car X, peut s’écrire en fonction de x et des X, e
1= 13
1Si Sn_l P(|-3.18 =X= 318 )= 0.9409
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Table G.2- Valeur de t(v) de la loi de t pour v degrés de liberté, qui définit un intervalle de
-1(v) @ + t(v) comprenantla fraction p de la loi

Nombre de Fraction p en pourcentage
degrés
de liberté
v 68,27® 90 95 95,45@ 99 99,73@
Valeur de 7,(v)
1 1,84 6,31 12,71 13,97 63,66 235,80
2 1,32 2,92 4,30 4,53 9,92 19,21
3 1,20 2,35 3,18 3,31 5,84 9,22
4 1,14 2,13 2,78 2,87 4,60 6,62
5 1,11 2,02 2,57 2,65 4,03 5,51
6 1,09 1,94 2,45 2,52 3,71 4,90
7 1,08 1,89 2,36 2,43 3,50 4,53
8 1,07 1,86 2,31 2,37 3,36 4,28
9 1,06 1,83 2,26 2,32 3,25 4,09
10 1,05 1,81 2,23 2,28 3,17 3,96
i1 1,05 1,80 2,20 2,25 3,11 3,85
12 1,04 1,78 2,18 2,23 3,05 3,76
13 1,04 1,77 2,16 2,21 3,01 3,69
14 1,04 1,76 2,14 2,20 2,98 3,64
15 1,03 1,75 2,13 2,18 2,95 3,59
16 1,03 1,75 2,12 2,17 2,9 3,54
17 1,03 1,74 2,11 2,16 2,9 3,51
18 1,03 1,73 2,10 2,15 2,88 3,48
19 1,03 1,73 2,09 2,14 2,86 3,45
20 1,03 1,72 2,09 2,13 2,85 3,42
25 1,02 1,71 2,06 2,11 2,79 3,33
30 1,02 1,70 2,04 2,09 2,75 3,27
35 1,01 1,70 2,03 2,07 2,72 3,23
40 1,01 1,68 2,02 2,06 2,70 3,20
45 1,01 1,68 2,01 2,06 2,69 3,18
50 1,01 1,68 2,01 2,05 2,68 3,16
100 1,005 1,660 1,984 2,025 2,626 3,077
3 1,000 1,645 1,960 2,000 2,576 3,000

=Pour une grandeur z décrite par une loi normale d'espérance mathématique p, et d'écart-type o,
I'intervalle p,* ko comprend respectivement p = 68,27, 95,45 et 99,73 pour-cent de la loi pour k = 1,
2etd.

Remarque : si n— +o0, la loi de Student tend vers la loi normale.

Présentation dw résultat

Le résultat du mesurage comporte quatre éléments et s’écrira :

X =(x£U(x)) unité (k=...)

Pour les calculs intermédiaires, on garde les chiffres en mémoire et on effectue I’arrondissage sur le résultat final.
Par convention, I’incertitude U (X) sera arrondie par excés avec un ou deux chiffres significatifs.

Le nombre de chiffres apres la virgule de x s’en déduit logiquement.

Exemples :
= Six=12,3247 etu(x)=0,232 aveck =2,

U (x) =0,463 : on arrondit avec deux chiffres significatifs donc X =12,32+0,47 (k =2)

= Si x=123,385 et u(x)=2,892 aveck =2,
U (x) =5,784 : on arrondit avec deux chiffres significatifs donc X =123,4+5,8 (k =2)

00 _ 9.

La précision sur le résultat du mesurage est caractérisée par I’incertitude relative de calcul | | =
X

Plus le résultat est petit, plus le mesurage est de bonne qualité.
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X est une variable aléatoire

discréte

continue

Loi de probabilité :

pi=P(X=x) avec Zpi =1

i=1

Densité de probabilité :
fonction f* positive telle que J‘jw f(r) de=1

et P(X € [a:b]) = L” 1) dt

Fonction de répartition :
F(x)=P(X<x)= D _p,

x; <x

Fonction de répartition :

Fo=p(x<x)= | 1 a

Espérance mathématique :

E(X) = inpi

i=1

Espérance mathématique :

= | s

Variance :

Variance :

V(X) = E((X —E(X))Z) =i(xi—E(X))2pi V(X) = E((X —E(X))Z) = j_: (—ECQD) f() dr

Ecart-type :

o(X) = YV(X)

Ecart-type :

o(X) = YV(X)

Propriété : si a et b sont deux réels, E(aX +b)=aE(X)+b et V(aX +b)=a?V(X)

(X,Y) est un couple de variables aléatoires

Covariance :
Cov(X,Y) =E((X —E(X))(Y ~E(Y)))

Coefficient de corrélation
B Cov(X,Y)
PO )= o)
Si X et Y sont liés par une relation affineY =aX +b, alors p =+1.

Somme et différence
Y): E(X)+E(Y)
Y):V(X)+V(Y)J_rZCov(X,Y)

E(

X+
V(X £

Indépendance
Si X et Y sont indépendantes, Cov(X,Y)=0

Dans ce cas, p(X,Y)=0 et V(X £Y)=V(X)+V(Y)
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